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Eine neue Abbildungsfunktion zur konformen Abbildung 
von Schaufelgittern *) 
Von Saffet lUüftüoglu 
Vorgelegt von Hermann Schlichting**) 
(Eingegangen am 21. 9. 1965) 
übersicht: Es wird eine Abbildungsfunktion angegeben, die es erlaubt, aus der ebenen 
Grundströmung durch ein vorgegebenes, ungestaffeltes Gitter mit Gitterelementen von 
nahezu kreisförmigem Querschnitt die Strömung durch ein ungestaffeltes Gitter mit 
Profilen endlicher Dicke und Wölbung zu erzeugen. Die theoretische Darstellung ist analog 
der Behandlung des Einzeltragflügelprofils mit Hilfe der bekannten Kutta·Joukowskyschen 
Abbildungsfunktion, die als Grenzfall bei unendlich großem Teilungs"erhältnis in der 
neuen c\bbildungsfunktion enthalten ist. Anhand einiger Beispielrechnungen wird die 
neue Abbildungsfunktion erprobt. 
S U In m a r y,' Alleu' mapping tunction is l'resented u'hich allolcs Ihe basic tlOle Ihrough a 
gicer/ 1I0n - staggered cascade eonsisting ot protile elements 0/ nearly eircuiar cross-section 
to be trrl1lstormed into the /low throl/gh a easeade consislil1g 0/ profiles 0/ finite thiekness and 
cmllber. 'l'he theoretical treatment is analogous to that 0/ the single air/oil profile by use 0/ 
the 1l'ell-kllown KlItta-JOl/koles~'Y mapping function, 'l'he latter olle 18 embodied in the new 
mapJ!ing fune/ion representing Ihe limiting easc of illfillite piteh chord ralio. The nw' mapping 
fu IIction is tesled by a feie sam pie calculalions. 
1. Einleitung 
Zur Berechnung der zweidimensionalen Strömung einer inkompressiblen 
reibungslosen Flüssigkeit um ein vorgegebenes EinzeItragflügelprofil stehen 
ehe Methoden der konformen Abbildung (siehe z. B. A. Betz [I)) sowie das 
Singularitätenverfahren (siehe z. B. H. Schlichtin(J und E. Truckenbrodt [2J) 
zur Verfügung. Grundsätzlich läßt sich auch das analoge Problem der Strömung 
durch ein ebenes SchaufelgiHer sowohl mit Hilfe der konformen Abbildung 
als auch nach dem Singularitätenverfahren lö"en. Letzteres wurde für mäßig 
dicke Schaufelprofile von H. SchlichtiuIJ [3] zu großer Vollkommenheit ent-
wickelt. Bei Anwendung der konformen Abbildung wird die Strömung um eine 
unendliche Anzahl dünner, kongruenter Gitterprofile durch eine komplexe 
*) Die Arbeit wurde am Lehrstuhl für ;\Iechallik und Strömungsmeehanik d"r Terhni,;chen 
Hochschule Istanbul mit Cllterstützung durch den ADIH- \-ertrag :\r. :W durchgeführt. 
An dieser Stelle möchte ich meinen besonderen Dank meinem Lehrf'r. Hprrn Prof. Or. 
phil. H. Schlichting für seine wertvollen Anregungen und Hinweise zu di<>st'r ,\rbeit und 
Herrn Dipl.-Phys . .1. Sleinheuer für die Hilfe bei der _\bfassullg des )lan\lskripts am·· 
sprechen. 
**) Dr.-Ing., Professor für Mechanik an der Technischen Hochschul'? Istanbul. 
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Abbildungsfunktion auf die bekannte Kreiszylinderströmung zurückgeführt 
(siehe z. B. B. F. Weinig [4]). Für Gitterprofile beliebiger Dickc und ·Wölbung 
im ungestaffelten Turbinengitter ist eine Lösungsmethodc von Jl. Shimkura [5J 
anaeaeben worden bei der die Gitterprofile paarweise auf zwei konzentrische KI~i~e abgebildet ~verden. 
In der yorliegenden Arbeit wird eine neue Abbildungsfunktion angegeben. die 
es erlaubt, aus einer Grundströmung durch ein vorgegebenes, ungestaffeltes 
Gitter mit Gitterelementen onlen Querschnitts die Strömung durch ein 
ungestaffeltes Gitter mit Profilen endlicher Dicke und ·Wölbung zu erzeugen. 
Die theoretische Darstellung ist weitgehend analog der Behandlung eines 
Einzelprofils durch Anwendung der bekannten Kutta-Joukowskyschen Ab-
bildungsfunktion auf die Strömung um den Kreiszylinder mit Zirkulation. 
Im Grenzfall unendlich großen Teilungsverhältnisses reduziert sich die ncue 
Abbildungsfunktion auf die Abbildungsfunktion von Kutta-Joukow8ky. 
2. Die Grundströmung 
Ausgangspunkt der Betrachtung ist eine Strömung in der komplexen z-Ebenc, 
die sich aus der Cberlagerung folgender drei Strömungsfunktionen ergibt: 
a) einer Translationsströmung in a;'-Richtung (z = x + iy): 
Fdz) = Uoo (z - zo); (1) 
b) einer Dipolreihe auf der imaginären y-Achse mit der Teilung t als Abstand 
zwischen zwei Einzeldipolen und Jl als Dipolmoment des Einzeldipols : 
F 1 ;r [;r 1 2(Z) = A (coth lT(z - zoll ; (2) 
c) einer 'Yirbelreihe ebenfalls auf der y-Achse mit der Teilung t als Periode 
und mit der Zirkulation r des rechtsdrehenden Einzelwirbels 
ir [n 1 F3 (z) = 2;r In sinh lT (z - zo) . 
:-lach Einführen der dimensionslosen Veränderlichen 
umt der dimt'n"ion"lo"en Strömungsfunktion 
1(::) = er + i 1p 
lalltet dann dip Uesarnt,trölllungsfunktion der Grundströmung 
III i t 
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Die Strömungsfunktion t(t) nach GI. (7) stellt in der komplexen >Ebene die 
Strömung durch ein ebenes Gitter dar, das aus Gitterprofilen von ovalem 
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Tabelle 1: Koordinaten der Profilkontur in der Grund-
strömung 
(" = 1, ~o = 0, 1)0 = 0,2; vgl. Abb. 1) 
';=71~ Voben Vunten 
t 
1jouen'C_-:n-t- 1}unten = .n -t-
° 
1,0976 -0,6136 
±0,1 1,0912 -0,6104 
:1::0,2 1,0752 -0.5912 
:1::0,3 1,0464 -0,5624 
±0,4 1,0016 -0,520R 
±0,5 0,9440 -0,4616 
±0,6 0,8640 -0,3816 
±O,7 0,7536 -0,2712 
±0,7488 -0,2000 
=,=0,7936 0,6000 
:::i:: 0,80 16 -0,1000 
=,=0,8320 0,5000 
=0,8376 0,0000 0,0000 
=,=0,8576 0,4000 
=0,8608 0,1000 




-08 h-'Q2-;'--~--;!;:---}08=--xl-L...JlO Ahh. ~ DrtH'kvertf"illlng auf der Konturlinie ('irres Gitter-('le~H('ntf'~ in di'f in Abh. 1 dargt':'itellten Grund. 
~tr0Illung (Teilung~verhältnis tl --" 1,7(7) 
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Querschnitt besteht. Die Mittelpunkte der Ovale sind gegeben durch die 
Koordinatenpunkte ~o, 1)0 + in n mit n = 1, 2, 3 ... 00. In Abb. 1 ist das 
Stromiinienbild dieser Strömung mit den dort angegebenen "-erten der 
Parameter /1, y, ~o und 1)0 dargestellt. Die Profil koordinaten, die sich durch 
Nullsetzen der Stromfunktion lJf = Uoc t 1f!(~) = 0 nach GI. (A 3) des Anhanges 
n 
ergeben, sind in Tabelle 1 angegeben. Die Kontur stellt ein Oval von nahezu 
kreisförmigem Querschnitt dar. Abb. 2 zeigt die nach GI. (A 6) des Anhangs 
berechnete Druckverteilung auf der Kontur. Die Strömung nach Gleichung (7) 
entspricht bei der Behandlung des Einzelprofils der Translationsströmung 
um den Kreiszylinder, dessen Mittelpunkt außerhalb des Koordinatenursprungs 
liegt, und der ein Potentialwirbel mit Sitz im Kreismittelpunkt überlagert ist. 
Die Lage und Form der Ovale ist jedoch erst dann eindeutig festgelegt. wenn 
neben der Mittelpunktskoordinate ebenfalls die Koordinate ~s = ~8 + i 1)8 
eines Staupunktes vorgegeben ist. Dies liefert (wie im Falle des ",inzeInen 
Krciszylimlers) einen Zusammenhang zwischen der Dipolstärkc fl und der 





TT d t _ 
u"'d':- - 0 
/1 iY h ~ " 1-. h2 (" .) +2~eot (.,8-_0)=0. Sln (,8 - (,0 '0 
Es folgt naeh Aufspaltung in Real- und Imaginärteil 
und 
L = - tan [2 ('Is - 1]0)] 2n 
2 = e08h [2 (~s - ~0)1 _ 1. 





Aus GI. (13) erkennt man, daß ebenfalls der Punkt (2;0 - ;s). 1)8 ein Stau-
punkt ist. Ferner sind diese Staupunkte in rj-Richtung periodif'ph im _-\bstand n 
(siehe Abb. 1). 
3. Die Abbildungsfunktion 
Von analogen überlegungen ausgehend, die bei der Erzeugung von Einzel-
tragflügelprofilen aus der Kreiszylinderströmung m.it Zirkul~tion ~uf die 
Kutta-Joukowskysche Abbildungsfunktion führten. Wlrd nun ehe Abl)lldungs-
funktion 
t (n z ) Z(z) = Z + -ln -coth -
;r t , 
(14) 
mit Z = X + i Y eingeführt. In climensionsloser Schreilmei~p mit :: = n zif 
und Z' = n Z/t = X' +i Y' lautet die lleue Abbildungsfunktion 
Z'(~) =:: + m coth':-. ( \.5) 
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Faßt man nämlich Z' (~) als Strömungsfunktion auf, so erhält man die Trans-
lationsströmung durch ein in 1)-Richtung mit Tl periodisches Gitter aus ovalen, 
nahezu kreisförmigen Zylindern (siehe V. L. Streeter [6]), wie sie in Abb.3 






dargestellten Translations;;trömung um einen einzelnen Kreiszylinder vom 
1,5 
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Radius a. Die Bedingung für die Staupunkte der durch GI. (15) festgeleO"ten 
Strömung lautet <:> 
dZ t m 
d C = 1 - sinh2 C
p 
= 0, (17) 
woraus nach Aufspaltung in Real- und Imaginärteil die Bedingungen folgen: 
2 m = cosh (±2 ~p) - 1 (18) 
und 
sin (2 'Yjp) = O. (19) 
Nur dann, wenn einer dieser durch GI. (18) und GI. (19) festgelegten Staupunkte 
~p, 'Yjp mit einem der durch GI. (12) und GI. (13) festgelegten Staupunkte 
~8' 1)8 der abzubildenden Grundströmung zusammenfällt, geht aus der Ab-
bildung mit Hilfe der Abbildungsfunktion nach GI. (15) die Strömung durch 
ein Gitter von in sich geschlossenen Schaufelgitterprofilen her\'or. Diese 
\-orHchrift entspricht der Kutta-Joukowskysehen Abflußbedingung an der 
Hinterkante des Einzeltragflügelprofils .. Mit Angabe des Parameters 111 der 
"ich aus der Bedingung nach GI. (18) ergibt und der die Größe und Form der 
Ovalkontur bestimmt, ist die neue Abbildungsfunktion vollständig bestimmt 
und die Abbildungsvorschrift gegeben. 
Schließlich sei darauf hingewiesen, daß für große Teilnng t. d. h. für kleine 
Wertc: = n zlt die Abbildungsfunktion nach GI. (14) in die Kutta-Joukowsky-
sehe AbbiIdungsfunktion nach GI. (16) übergeht, d. h. letztere i"t in der nenen 
Abbildnngsfunktion als Spezialfall enthalten. 
4. Beispielrechnungen 
Zur Erprobung der nenen Abbildnngsfnnktion sind zwei Beispielrechnungen 
durchgeführt worden. Tabelle 2 gibt eine übersicht über die verwendeten 
Parameter. Die sich ans der Abbildung ergebenden Stromlinienbilder sowie 
die Profilkonturen sind in Abb. 4 für Beispiel I und in Abb. 6 für Beispiel II 
dargestellt. Die entsprechenden Profilkoordinaten. berechnet nach den im 
Tabelle 2: Übersicht über die in den Beispielrechnungen wr-
,yendeten Parameter. (Die mit einem (*)-Zeichen wr-
sehenen Größen sind yorgegeben.) 
Pararneter Hebpiel I BpispiPl I I 
fl (*) 
Y 0,42279 0,42279 
2:7 
;0 (*) 0 -0,1 
1)0 (*) 0" ,~ 0,2 
t :::0,8376 ±O,83i6--0,t 
's 
IJs (*) 0 0 
1n 0,8816 0,6500 
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~ -----4.,-'-------=~ _ __=~ _ _'__="_ _ __=_ 
Ahh, 4. ~trnIlllinknhild und. ~l'hallf('lknnturen der uUf('h die Abbildung erzeugten Strömung (Beispiel I) 
Tllbllle .1: Koordinaten der Profilkontur in der abgebildeten Strömung 
(ygl. Abb. 4) 
für Beispiel I 
11 
.11.211:3 
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Anhang gegebenen Gleichungen (A 7) und (A 8), sind gesondert in Tabelle 3 
und ~abelle 4 angegeben. Abb. 5 enthält die nach Gl. (A 14) berechnete Druck. 
ve~tel.lung .Iän?s der Profilkontur für Beispiel 1. Die Druckverteilung für 
BClSPIeI II 1st In Abb. 7 wiedergegeben. 
Abh. ;) 
Druckvertdlnn1J: auf der Schanfelkontur in der in 
Abb. -l- darge~t('llten Htrümung (Teilung:,verhältnis 
l,,re = 0,739; "~öHJUngsverhältnjs i/I ~= 0, 1.~1) 
\0,--,----,-----__ 
--Oberseite 
- - - Unterseite 
aBf--+----{ 0 0 0 Näher<J1g nach 
Schlichbng 
0,6,r----j--::-<>~o'-"-e.D..( _ Ti>-=---+----4 0:'- _ -: o~o 
0
0
.... I ~ 
Die in Beispiel I berechnete Strömung, Abb. 4, stellt also die Strömung durch 
das ungestaffelte Gitter dünner nahezu kreisbogenfönniger Profile dar. Die 
Profile weisen jedoch eine endliche, wenn auch relath' geringe Dicke auf, wie 
man aus Tabelle 3 ersieht. Zum Vergleich ist die nach dem Singularitäten· 
verfahren von H. Schlichtiny [3] berechnete Druckverteilung am Kreisbogen. 
profil in Abb. 5 mit eingezeichnet. 
Beispiel 11. Abb. 6, ergibt die Strömung durch das ungrstaffeltC' Gitter' mit 
Gittorprofilen endlicher Dicke und Wölbung. Der Form der erhaltrnrn Gitter-
profile entspricht im Fall des Einzelprofils das bekannte .1oukowsky -Profil. 
Hinsichtlich der \Vahl der vorzugebenden Parameter p. to. 110 und 118 zur 
Erzeugung ron Gitterprofilen grwünschter Dicke und \,"ölbung griten sinn· 
gemäß die gleichen Kriterien wie bei der Erzeugung von Einzeltragflügel. 
profilen mittels der Kutta .• Joukowskyschen Abbildungsfunktion. 
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Tabelle 1: Koordinaten der Profilkontur in der abgebildeten Strömung für Beispiel II 
(vgl. Abb. 6) 
X' ~"T YI l"-oben loben = n -/- X' ~"T INunten =--= n }'u;lt,.n 
-1,8230 0,00000 -1,8230 0,00000 
-1,8268 0,04853 -1,7996 -0,039ii7 
-1.8133 0,10426 -1,7511 -0,06684 
-1,7828 0,16549 -1,6972 -0,07624 
--1,736;') 0,231 i3 -1,;')666 -0,06702 
----1,ß7:t; 0.30197 -1,4126 -0,03224 
--1,.,904 0,37626 -1,2357 0,01962 
-1.4142 0,49;')56 
-1,0371 0,08480 
-1.:!3ß4 0,58578 -0,8129 0,15448 
- 1.01;22 0,65304 -0,5ß17 O,2167fi 
--0.889:1 0.70082 -0,2916 0,28221 
-0.7144 0,739;')3 0,0000 0,318H2 
-- 0.;,388 0,76141 0,3040 0,::l4WiH 
-1l.:,ßl:1 0,76969 0,6109 0,34018 
-0,181ti 0,7ß897 0,9080 0,30357 
0.0000 0,75314 1,1863 0.244;,1 
0.183., 0.72831 1,4310 O,1G60:j 
0.3fi90 0.lj89i3 1.ß28:1 0,08044 
11.;,.)70 0,63378 1,7015 0,04204 
0 .• 500 0,56957 1,7571 O,OOH72 









I)ol~nlial- 1lI111 Slrom!unklion, G~sch\lindigkeits- nnll Druckfeld in der Grnndströmung 
1J1lrc·h --\ llf,;paltung der dimensionslosen Strömungsfunktion der Grund-
,trönlllng / (:) =, fJ ( E. li) 1_ i !jJ (~,I)) nach GI. (7) in ihren Real- und Imaginär-
teil prhiilt Illall fiir die Potential- und Stromfunktioll 
sinh [2 (~ - ~0)1 ~II) - U ------ --__ _ ___ _ 
, cosh [2 (~- ~o)1 - cos [2 (rl -1)0)1 
lind 
)' ( tan (I) -- I)()) ) 
-- - aretan 
2:r tanh (~ - ~o) (A 1) 
I/'[~. i;1 -c_ (11 - - 1/0) - ,u ('0 'Jl r~( .;:-- ~in,12) I( I/ - l)o[))1 ( )] T 
~ ~,;·-.;o - CO:-i :. 'j -- '(}O 
... t 
.:- -'--ln - .r ('()';h L') (t 
t .),' - , ... :r _ ~0)1 - ('os L2 (11 -IIO)]}. (A 2) 
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Abb. H, ~tromlinienhild und ~chanfelkollturE'Il tier durch lEe AlJlJihlung erzeugten :--;trijnH1n~ (Bf'i ... pif'l II) 
Für 1j! = 0 erhält man die Nullstromlinie, d, i. die Kontur de~ umströmt('!: 
Körpers in der Grundsträmung. Gnter Benutzung der Beziehungen nach 
GI. (12) und GI. (13) ergibt sich hierfür die implizite Darstellung 
- tan [2 (1)8 - Ilo)]·ln ~ {eosh [2 (~- ~o)J - cos [2 (I) - Ilo)]} = O. (A :l) 
Da,; Gesehwindigkeitsfeld zc/Vc ist gegeben durch drd~ nach GI. (10). Die 
Aufspaltung in Real- und Imaginärteilliefert 
1 - cosh [2 (~- ~o)J cos [2 (I/ 1/0)1 
1+2 f.l {co~h [2 (~- ~0)1 - cos [2 (1/ - l/o)l1~ 
I Y sin l2 (I/ - ')0)1 
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sinh [2 (~ - ~o)] sin [2 (1) - l)O)J 
-2 fl {cosh [2 (~ - ~O)] - cos [2 (1) - 1)0)]}2 
}' sinh[2(~-~0)] 
2:n:cosh [2 (~- ~o)] - cos [2 (1) - 1)0)]· (A5) 
Aus den Gleichungen (A 4) und (A 5) läßt sich das Druckfeld der Strömung 
insbesondere auch die Druckverteilung auf der Kontur des Ovalzylinders 


















- - - Unterseite 
I 
-
/' " V \ 
1/ / 
iJ' 









_\ ;: I 1 ~i I I 
I I i 
Q2 Q6 QS x/l 1,0 
Ahh. j 
Dfu('k.vrrtPilung- auf der Schanfelkontur in der in .~hb. Ö ,~l.argf'.~~ellt('n ~trüflll1ng (Teilungsverhältni:5 
tl =, O,tiI3. \\ olbung~n;rhältnis fit 0,149) 
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p - p", f( U )2 ( V )21 Cp = - - = 1 - - + - . J!... uz L Ua; Ua: 
2 00 
(A6) 
Potential- nnd Stromfunktion, Geschwindigkeits- und Druckfeld in der abgebildeten 
Strömung 
Für die Potential- und Stromfunktion der abgebildeten Strömung lassen sich 
keine expliziten Ausdrücke angeben. Das Feld der Potential- und Stromlinien 
erhält man durch Einsetzen der Koordinaten der Potential- und Stromlinien 
der Grundströmung nach dcn Gleichungen (A 1) und (A 2) in die Ausdrücke 
für Real- und Imaginärteil der Abbildungsfunktion nach GI. (15), für die 
sich ergibt: 
X
, I: sinh (2 ~) 
= " + m -0--,.......,----'-. 
cosh (2 ~) - cos (21]) (A 7) 
und 
sin (21]) Y' = 1] - m -----'--'--'----
cash (2 ~) - cos (2 1]) (AS) 
Das Geschwindigkeitsfeld w = ü - iv der abgebildeten Strömung erhält man 
aus der Vorschrift 
w 1 dF(z) dz df(~) d~ w d~ 
Ua: = U'XJ ---;r;- dZ = cl( dZ' = Uoc d Z'· (A9) 
Dies ergibt für die Geschwindigkeitskomponenten : 
(A 10) 
und 
mit den Abkürzungen 
[cosh (2 ~) - cos (21])J2 - 2 m [cosh (2 ~) cos (2 t;) - IJ 
a = [cosh (2 ~) _ cos (21})]2 - 4 m (cosh (2 ~) cos (21]) - 1J + 4 II/~ (A 12) 
und 
2 m sinh (2 ~) sin (2 1'/) 
b = - [cosh (2 ~) _ cos (2 I}) J2 - 4 m [cosh (2 ~) cos (2 11) - 1/ + 4 m2 
(A 13) 
Das Druckfeld kann wie nach Gl. (A 6) berechnet werden. ~Ian erhält 
oder 
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